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LOSUNG

Einfiihrung in CasADi

CasADi! ist eine open-source Toolbox zur schnellen Implementierung von nichtlinearen Optimie-
rungsproblemen. Der CasADi Code selber ist in C++4 geschrieben, aber es gibt Interfaces fiir Python,
Matlab und Octave. Ableitungen werden automatisch tiber Algorithmische Differenzierung (AD)
berechnet, ein effizientes und gleichzeitig préizises Verfahren. Zum Losen der Probleme kann Ca-
sADi diese an verschiedene (alleinstehende) Solver iibergeben. Der open-source Solver IPOPT, ein
nichtlineares Innere-Punkt-Verfahren, ist in einer CasADi-Installation bereits enthalten.
Nichtlineare Programme werden in CasADi in der Standardform
Jon, S (z)
s.t. T < < Typ, (1)

an < 9(x) < gup

formuliert, wobei die vektorwertige Funktion g : R" — R™ zusammen mit den Begrenzungen
G, Ui, € R™ die nichtlinearen Nebenbedingungen ausdriickt. Fiir dieses Ubungsblatt werden wir die
Hilfsumgebung Opti Stack? nutzen, welche eine Syntax bietet, die sehr nah an die Papiernotation
angelehnt ist. Die so formulierten NLP werden automatisch in die Standardform (1) tibertragen.

Aufgaben:

1. Installieren Sie CasADi. Wenn sie Anaconda nutzen, aktivieren Sie zunéchst das Environment,
in dem Sie installieren wollen. Installieren Sie dort zunéchst pip (conda install pip), gefolgt
von der CasADi-Installation mit pip install casadi. Benutzen Sie standardméfig pip,
konnen sie CasADi direkt in Thr gewiinschtes Environment installieren.

2. Machen Sie sich mit den bereitgestellten Codebeispielen vertraut und fithren diese aus.
puppy . py enthilt eine Implementierung der Bildrekonstruktion, die Sie bereits aus Ubung 2
kennen. chain.py implementiert eine hiingende Kette. Beide Beispiele werden in den folgenden
Abschnitten kurz vorgestellt.

Beispiel 1: Bildrekonstruktion

Wir haben ein verrauschtes schwarz-weifl Bild in Form der Matrix Y € R"*¢ gegeben, sodass die Ele-
mente die Intensitét der einzelnen Pixel definieren, 0 <Y; ; < 256. Ziel ist es, eine weniger verrauschte
Version X € R"*¢ zu rekonstruieren. Dies kann als das unbeschrinkte Optimierungsproblem

min Z Z (\/(le] — }/;-7]-)2 + 1+ a\/(Xi,j — Xi+17j)2 + (XlJ - Xi7j+1)2 + 1) (2)
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Abbildung 1 — Beispiel einer durch Losung von Problem (2) erhaltenen Rekonstruktion. Links: Verrauschtes
Original Y. Rechts: Rekonstruierte Version X mit o = 0.5.

formuliert werden. Hierbei haben wir “Phantompixel” X, ; und X, .41 angenommen, mit X, ; =
X, und X, .41 = X; ., um das Definieren der Summenindizes zu erleichtern. Abbildung 1 zeigt ein
Beispiel einer so erhaltenen Rekonstruktion mit a = 0.5.

Beispiel 2: Hingende Kette

Wir betrachten eine Kette, bestehend aus N Massepunkten, die durch N—1 Federn verbunden sind.
Die Massepunkte haben Masse m und Positionen (y;, 2;), mit ¢ € {0,..., N}. Die beiden duBersten
Massepunkte sind fixiert, (yi1, z1) = (—2,1) sowie (yn, z2n) = (2,1). Wir wollen eine Ruheposition der
Kette finden, was der Minimierung der Kettenenergie V' (y, z) entspricht. Diese setzt sich zusammen
aus der Lageenergie der Massen sowie der potentiellen Energie der Federn:

N N-1
1
V(y,2) = Z mgzi + 5 Z D ((yi — yis1)? + (2 — 2i01)%) | (3)
i=0 i=0

wobei ¢ die Erdbeschleunigung ist und D die Federkonstante. Wir fithren nun zwei Variationen
dieses Problems ein.

1. Unterhalb der Kette befindet sich eine ebene Fléche, die die Kette nach unten hin beschrankt.
Dies driicken wir durch die Nebenbedingung z; > 0 aus.

2. Unterhalb der Kette befindet sich ein Hiigel. Diesen driicken wir durch die Nebenbedingung
z; > —y? aus.

Alles zusammen fiihrt uns zu folgenden nichtlinearen Programmen:

Variation 1

Variation 2

min N V(y, 2) (4a) min N V(y, 2) (5a)
Y,z €R y,z € R

s.t. (y1,21) = (—2,1), (4b) s.t. (y1,21) = (—=2,1), (5b)

(yNa ZN) = (2a 1)7 (40) (yN7 ZN) = (27 1)7 (56)

z>0, 1<i<N (4d) 2z > —yl, 1<i<N (5d)

Beachten sie, dass es sich bei NLP (4) um ein konvexes QP handelt (wieso?), wihrend (5) ein
nichtkonvexes NLP ist (wieso?). In chain.py finden Sie eine vollsténdige Implementierung beider
Probleme hiervon. Abbildung 2 zeigt die Losungen der beiden Variationen. Fiir Variation 2 sind
zwei mogliche Losungen dargestellt.
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Abbildung 2 — Illustration der hingenden Kette in beiden Variationen.

Aufgabe 1: Optimale Kreisplatzierung

Im Rahmen eines Produktionsprozesses sollen fiinf Kreise, s, ..., s5, aus einer quadratischen Platte
mit Kantenldnge a = 10 cm ausgeschnitten werden. Drei dieser Kreise sollen den Radius R haben, die
anderen beiden den Radius 2R. Die Position eines Kreises s; auf der Platte ist durch die Koordinaten
(x;,y;) seines Mittelpunktes bestimmt. Ziel ist es, die Kreise so anzuordnen, dass der Radius R so
grofl wie moglich gewéhlt werden kann. Dabei muss sowohl sichergestellt werden, dass alle Kreise
auf der Platte liegen, als auch dass sich diese nicht iiberschneiden. Eine Illustration der Situation ist
in Abbildung 3 gegeben.
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Abbildung 3 — Beispiel einer moglichen — aber nicht optimalen — Anordnung der Kreise.



Wir koénnen dies als das folgende nichtlineare Optimierungsproblem ausdriicken:

plin, R (o
i

s.t. —ri(R) >0, i=1,..,5, (6b)

x; —l—rz(R) <a, i=1,..5, (6¢)

yi —r:(R) >0, i=1,..5, (6d)

yi +ri(R) < a, 1=1,...,5, (6e)

(i — ) + (i —y;)* > (ri+15)%  4,5=1,...,5miti<j (6f)

mit 7;(R) = R fir i € {1,2,3} und r;(R) = 2R fiir ¢ € {4, 5}.

Aufgaben:

1. Diskutieren Sie kurz, ob das Problem konvex ist.

Intuition: Das Problem weist bestimmte Symmetrien auf. Wenn wir eine bestimmte Anordnung
der Kreise als optimale Losung x* erhalten, konnen wir diese an der Achse z = a/2 oder
y = a/2 spiegeln, um eine alternative Losung Z zu erhalten, mit f(z*) = f(Z). Anordnungen
die “zwischen” x* und Z liegen, diirften einen schlechteren Wert in der Zielfunktion haben bzw.
nicht zuléssig sein. Es muss sich also bei * und & um getrennte lokale Optima handeln, also
kann das Problem nicht konvex sein.

Alternativ: Fiir fixierte x;, y;, r;, r; definiert die Bedingung (z; — z;)* + (y; — y;)* > (ri +1;)?
einen Kreis in der x;-y;- DlHlenblOIl (mit Radius r; + r;), und fordert, dass Punkte (x, yl)
auferhalb dieses Kreises liegen. Die zuléssige Region ist also nicht konvex.

Technisch: Nebenbedingung (6f) ist dquivalent zu

hij(x) = (x; — IJ)Q + (v — yj)2 — (ri + Tj)Q >0

Wenn h;; konkav ist, dann handelt es sich bei der dadurch definierten Nebenbedingung um eine
konvexe. Allerdings sehen wir, dass h;;(x) z.B. in Richtung von x; (im Schnitt z; = y; = y; = 0)
als 27, also strikt konvex, verlduft. Damit ist h;;(z) nicht konkav, und das NLP nicht konvex.

2. Vervollstandigen Sie das bereit gestellte Template, um das Optimierungsproblem mit CasADi
und IPOPT zu 16sen. Wie grof ist der Radius, den Sie erhalten?

R =1.303

3. Im Template war bereits eine konkrete Initialisierung der Entscheidungsvariablen gegeben.
Verdndern Sie diese, um mindestens eine bessere Losung zu erhalten. Was ist die beste Losung,
die Sie finden kénnen? Ist es moglich, dass es eine noch bessere gibt?

Da es sich um ein nicht konvexes NLP handelt, konnen wir im Allgemeinen nie wissen, ob wir
das globale Optimum gefunden haben.

Aufgabe 2: Optimale Steuerung eines Pendels

Wir betrachten ein Pendel. Dessen Position ist durch den Winkel 6 eindeutig bestimmt. Dabei
entspricht § = 7 der Position, in der es gerade nach unten hiangt. Eine Illustration finden Sie in
Abbildung 4. In der Aufhéngung des Pendels sitzt ein Motor, sodass es anhand eines Drehmoments
u gesteuert werden kann. Die Winkelgeschwindigkeit ist w = 0. Fassen wir Position und Geschwin-
digkeit im Zustandsvektor x = [6’ w} i zusammen, kénnen wir die Dynamik des Pendels durch die
gewohnliche Differentialgleichung (ordinary differential equation, ODE)
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Abbildung 4 — Links: Skizze des Pendels. Rechts: Trajektorie des Pendels mit Initialzustand zg = [%77 0"
und ohne Steuerung, u; = 0 Vk.

SR

beschreiben?.

Wir betrachten das Pendel iiber die Zeitdauer 7" und diskretisieren diese in N Zeitschritte. Zur
Simulation verwenden wir das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)* und erhalten dadurch die
diskretisierte Dynamik

Thp1 = Fp(xg, ug). (8)

Hierbei ist zj der Zustand zum diskreten Zeitpunkt k, £ € {0,..., N}, und h := % der Inte-
grationsschritt. Wir fassen die Zustinde und die Steuerungsinputs zu allen Zeitpunkten in den
Matrizen

X:i=[zg ... ay] RN und  U:i=[uy ... uy_1] e RPN (9)

zusammen. Unser Ziel ist es nun, das Pendel aus seiner herabhingenden Ruhelage 7y = [7r O] " zum

Zeitpunkt k£ = 0 in die aufrechtstehende Position Zy = [0 O}T zum Zeitpunkt k£ = N zu schwingen.

Dabei wollen wir den Steuerungsaufwand L(U) := S"n_' u minimieren.

Aufgaben:

1. Formulieren Sie unser Optimalsteuerungsproblem als nichtlineares Programm. Dabei sollen
xg, ..., xy und ug, ..., uy_1 die Entscheidungsvariablen sein. Die Nebenbedingungen sind die
Dynamik, sowie die Start- und Zielposition.

N-1
: 2
Lmin ) (10a)
UOyeUN—1 k=0
s.t. Trg— To = O, (10b)
gy — F(zp,ug) =0 k=0,...,N —1, (10c)
IN — TN = 0 (10(1)

3Zur Vereinfachung haben wir hier alle Einheiten ignoriert. Eigentlich miisste vor den Sinus ein Faktor mit Einheit,
da dieser dann mit dem Drehmoment summiert wird.
1de .wikipedia.org/wiki/Klassisches_Runge-Kutta-Verfahren
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2. Diskutieren Sie kurz, ob das Problem konvex ist.

Nein, wegen der nichtlinearen (bzw. nicht-affinen) Gleichheitsbedingungen (nichtlineare Dyna-
mik).

3. Benutzen Sie das bereitgestellte Template, um das NLP mit CasADi und IPOPT zu l6sen.
Erstellen sie Plots der optimalen Trajektorien von 6, w und u, mit der diskreten Zeit k£ auf der
x-Achse. Sie konnen ihre Losung auflerdem mit der bereitgestellten Animation (pendulum.gif)
vergleichen.

4. Wir fithren nun eine zusétzliche Beschrankung der Steuerung ein. Zu allen Zeitpunkten soll
gelten: |ug| < umax. Diskutieren Sie kurz, wie sich der optimale Wert der Zielfunktion dadurch
verdandert.

Durch zusétzliche Nebenbedingungen (d.h. Einschriankungen) kann sich der Wert der Zielfunk-
tion nie verbessern, sondern nur verschlechtern oder gleichbleiben. In diesem Fall schneiden die
zusitzlichen Bedingungen das vorherige optimale Steuerungsprofil an den Spitzen ab, deshalb
ist es sehr wahrscheinlich, dass die zusétzliche Beschrénkung zu einer Verschlechterung fiihrt.

5. Erweitern Sie ihre NLP Formulierung um die zusétzliche Beschréankung. Beachten Sie, dass
Sie hierbei die Betragsfunktion |-| nicht verwenden sollten, da diese an der Stelle 0 nicht
differenzierbar ist. Dies kann zu Problemen fiihren. Finden Sie stattdessen eine Umformulierung
dieser Nebenbedingung.

6. Erweitern Sie Thre Implementierung um die zusétzliche Nebenbedingung. Verwenden Sie
Umax = 0.13.



