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und
(A=Ap) 1

det(M — Ji) = det R = (=A™,
' 1
(A=)

dass

pa(A) =y (A — Ag)"™.
Wir haben hier wegen der Annahme der Steuerbarkeit annehmen diirfen, dass es zu
jedem Eigenwert \; der Matrix A nur einen einzigen Jordanblock gibt.

Wegen eines Zusammenhangs mit den Polstellen der sogenannten “Ubertragungs-
funktion”, den wir in Kapitel 6 erldutern werden, werden die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms, die zugleich die Eigenwerte der Systemmatrix sind, auch oft
“Polstellen der Ubertragungsfunktion” genannt, oder kurz “Polstellen”. Wir werden
in diesem Skript ab jetzt sogar aktiv vermeiden, den (mathematisch vollig korrekten)
Ausdruck “Nullstellen des charakteristischen Polynoms” fiir die Eigenwerte/Polstellen
eines Systems zu gebrauchen, um Verwirrung zu vermeiden, da in der Systemtheorie
eine andere Form von “Nullstellen” - ndmlich die Nullstellen des Zahlerpolynoms der
Ubertragungsfunktion - auch eine groBe Rolle spielen werden.

4.4 Zustandsstabilitit

Eine wichtige Eigenschaft eines dynamischen Systems ist, ob es stabil ist oder nicht.
Vereinfacht kann man sagen, dass ein System stabil ist, wenn es auf eine beschrdink-
te Erregung mit einer beschrinkten Bewegung reagiert. Was hierbei unter ,,Erregung™
verstanden werden kann, hiangt von dem konkreten System und der betrachteten Frage-
stellung ab. So kann man eine beschrinkte Erregung als ein begrenztes Eingangssignal
interpretieren, das am Systemeingang anliegt und das System aktiv anregt. Diese Be-
trachtungsweise fiihrt zu dem Konzept der so genannten Eingangs-Ausgangsstabilitiit
(BIBO-Stabilitét), die in Abschnitt 5.3 noch eingehend betrachtet werden wird. Die
Anfangsauslenkung eines Systems aus der Ruhelage stellt eine weitere Form der Erre-
gung eines System dar. Stabilitéit bedeutet in diesem Zusammenhang, dass sich das Sys-
tem durch die resultierende Eigenbewegung nicht ,,zu weit“ von der Ruhelage entfernt.
Diese Betrachtungsweise fiihrt uns zum wichtigen Konzept der Zustandsstabilitdt, das
in diesem Kapitel vorgestellt wird.!

Gegenstand der Zustandsstabilitit sind die Ruhelagen eines ungestorten Systems.
Ungestort meint, dass die betrachteten Systeme entweder keinen Eingang besitzen oder
dass alle Eingangssignale konstant sind (u(t) = wuss). Fiir den uns hier interessieren-
den Fall linearer zeitinvarianter SISO Systeme bedeutet dies, dass sich das betrachtete
System durch eine Differentialgleichung der Form

d”y d(n,—l)y dy
- a = = Dot
dpe T Ot Tty TV = Do

!GroBe Teile dieses Abschnitts wurden von Jorg Fischer erstellt, der auch angeregt hat, dieses wichtige
Thema dem Kurs hinzuzufiigen.
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mit Anfangsbedingung
dn—ly dy
——0) =vyon, --.-, —(0)=1yoo, 0) =
dt”*1< ) = Yo dt( ) = vo2, ¥(0) =yo1

darstellen ldsst. Dies ist dquivalent zu einem Zustandsraummodell
#(t) = Ax(t) + Bugs und y(t) = Cz(t)

mit passenden Matrizen A und C und entsprechender Anfangsbedingung x(0) = xg.
Fiir Zustandsstabilitit interessiert uns nur die Entwicklung des Zustands z(t), ganz
unabhingig davon, welche Werte der Ausgang y(t) annimmt. Es interessiert uns also
nur die Differentialgleichung # = Axz+ Busg, oder, ganz allgemein fiir ein nichtlineares
System ohne Stérung und mit konstanter Steuerung, & = f(z,uss). Eine Ruhelage
dieses Systems ist ein Zustand, in dem das System in Ruhe ist, d.h. © = 0 gilt. Fiir eine
Ruhelage x4 folgt somit

0= f(xs&uss) .

Fiir lineare Systeme gilt also
0 = Azgs + Bugs

In dieser Darstellung erkennt man, dass lineare Systeme in Abhéngigkeit von der
Systemmatrix A entweder exakt eine Ruhelage besitzen (nidmlich x4, = —A ™! Buyg,)
oder unendlich viele Ruhelagen.

Man bezeichnet eine Ruhelage eines Systems als zustandsstabil, wenn das System
bei ausreichend kleiner Auslenkung aus der Ruhelage in der Nihe dieser Ruhelage
bleibt. Die mathematische Definition dieses Konzepts geht auf den russischen Mathe-
matiker Alexander Michailowitsch Lyapunov (1857- 1918) zuriick, weshalb Zusstands-
stabilitdt hiufig auch als Lyapunov-Stabilitiit bezeichnet wird.

Definition 1 (Zustandsstabilitat (Lyapunov-Stabilitit)) Die Ruhelage x5 eines
Systems heift stabil (im Sinne von Lyapunov) oder zustandsstabil, wenn fiir jedes ¢ > 0

eine Zahl § > 0 existiert, so dass fiir jeden beliebigen Anfangszustand x, der die Be-
dingung

lxo — zss]| < & (4.4)
erfiillt, die Eigenbewegung des Systems die Bedingung
lx(t) — zss]| < €  fiiralle t >0 4.5)

erfiillt. Die Ruhelage heifst asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und ein § > 0 exis-
tiert, so dass fiir alle |xo — xss|| < d die Trajektorie gegen x5 konvergiert, also

Jm [z ()] = ze (4.6)

gilt.
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Abbildung 4.1: Veranschaulichung des Begriffs der Zustandsstabilitdt anhand einer
Beispieltrajektorie eines zustandsstabilen PT5-Gliedes. Der Anfangszustand x liegt
innerhalb der Kugel mit Radius d. Die Zustandstrajektorie bleibt zu jeder Zeit inner-
halb der Kugel mit Radius e.

Die Definition mag zunichst ein wenig ungewohnlich wirken. Sie hat allerdings
den Vorteil, dass auf elegante Weise vermieden wird festzulegen welche Entfernung
von der Ruhelage als “in der Nihe” empfunden wird. Die Idee hinter der Definition ist
zu fragen, ob zu jedem beliebigen Gebiet im Zustandsraum, das die Ruhelage enthilt,
ein kleineres Gebiet existiert, so dass das groflere Gebiet nie verlassen wird wenn das
System innerhalb des kleineren Gebiets startet. Die Abbildung 4.1 soll diesen Zusam-
menhang weiter veranschaulichen. Dargestellt ist die Zustandstrajektorie eines stabilen
PT,-Gliedes, das in dem Zustand z startet. Gemif3 der obigen Definition denken wir
uns zunéchst eine Kugel mit Radius € um die Ruhelage zss = 0 des PT3-Gliedes. Nun
fragen wir uns, ob es eine kleinere Kugel (mit Radius §) gibt, so dass das System nie
die e-Kugel verlassen kann, wenn es innerhalb der §-Kugel startet. Existiert fiir jede
erdenkliche e-Kugel um die Ruhelage eine solche §-Kugel, dann ist die Ruhelage g
zustandsstabil.

Wenn ein System genau eine Ruhelage besitzt, ist es auch iiblich, an Stelle von der
Stabilitit der Ruhelage von der Stabilitéit des Systems zu sprechen.

4.5 Stabilitit bei negativem Realteil aller Polstellen

Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Zustandsstabilitit einer Ruhelage eines LTI
Systems von den Eigenwerten der Systemmatrix A abhingt. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit betrachten wir uns auf den Fall ugs = 0. Die Eigenwerte von A entspre-
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chen, wie im vorherigen Kapitel beschrieben, genau den n Losungen )\ des charakte-
ristischen Polynoms

)\”—&—an,l)\"_l—&—...al)\—&—aozo.

Sind die Eigenwerte (Polstellen) eines LTI Systems bekannt, konnen wir zwei sehr
starke Aussagen {iber die Zustandsstabilitit der Ruhelage x4 = 0 treffen:

1. Die Ruhelage x5 = 0 ist asymptotisch stabil, wenn alle Polstellen des Systems
einen negativen Realteil haben, d.h.

Re{\x} <0 firalleke€1,2,...,n.

2. Die Ruhelage x4 = 0 ist instabil, wenn mindestens eine Polstelle einen positiven
Realteil hat, d.h.

Re{\;} >0 fireinke1,2,...,n.

Zum Beweis der ersten Aussage werden wir zeigen, dass, falls die Realteile aller Fi-
genwerte negativ sind, ein M € R existiert, so dass

[z < Mllzoll

Die Motivation ist, dass man dann fiir jedes e die Zahl § = ¢/M wihlen kann. Wir
zeigen diese Aussage mit Hilfe der Zustandsraumdarstellung, fiir die der folgende ex-
plizite Ausdruck fiir den Zustand x(t) gilt:
z(t) = etlay . 4.7
Durch Transformation von A auf Jordan-Form A = T'JT~! erhalten wir wegen
rort o~ (TIT KD
€ B Z k! =T Z k! T
k=0 k=0
daraus den dquivalenten Ausdruck
x(t) =Te’' T 1ay . (4.8)
Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass die Norm dieser Matrix
lz@)ll = 1Tl 17| lloll-
~—_———
<M

eine obere Grenze hat. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Matrix e’ eine obere
Grenze hat, da die Norm von 7" und 7! konstant und begrenzt ist.

Da die Matrix J blockdiagonal ist und in Jordanblocke Ji zerlegt werden kann,
und die Matrix-Exponentialfunktion auf alle Diagonalblcke separat wirkt, gilt

eJlt
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wobei ekt € C™*™x Wir kénnen also das Verhalten jedes Jordanblock-Subsystems
separat behandeln. Analysieren wir jetzt also das Verhalten eines solchen Blocks e”**
mit Jordanblock Jj, fiir ein beliebiges k& € {1, ..., r}. Hierfiir ist es hilfreich, die Ma-
trix Jj, in zwei Teile zu zerlegen:

01
0 1

Je =Ml + N mit N = ,

0 1

0

wobei N, € R™= X"k Man berechnet leicht, dass
0 0 1 0O 0 0 1
N,f: . . . N N,i’: . . . . e

gilt, und dass N,"* = 0. Damit ergibt sich der folgende Ausdruck fiir eNwt:

2 (=1
(n—1)!

= o e

Zudem lésst sich leicht anhand der Definition des Matrixexponentials liberpriifen, dass

gilt:
e)\kft — e)\kt]' .

Es ergibt sich damit

ﬁ t("kfl)
T
e)\klt—‘rth — e)\klteth — e}\kt t‘2
2
t
1

Man beachte, dass alle FEintrige der Matrix nur aus Termen der Form et

e Mt ... e Mt —1) bestehen, also Produkten der Exponentialfunktion e*** mit Po-
Iynomen vom Grad kleiner als n. Ist nun der Realteil von A; negativ, dann konvergiert
die Funktion e*** schneller gegen Null als jedes Polynom, und es gilt

lim ||e”*!|| = 0.
t—o0
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Sind also die Realteile aller Polstellen Aq,..., A\, negativ, dann gilt auch
lim; oo ||e”t|] = 0. Damit ist sowohl gezeigt, dass [e’?|| eine obere Grenze hat, das
System also Lyapunov-stabil ist, als auch, dass alle Trajektorien gegen Null konvergie-
ren, es also zusétzlich asymptotisch stabil ist.

Hat umgekehrt nur einer der Eigenwerte einen positiven Realteil, dann wichst die
Matrix et iiber alle Grenzen, und damit bei beliebig kleinem x, das in der Richtung
des entsprechenden Eigenvektors liegt, auch z(t) = e??zq: das System ist instabil.
Damit sind unsere beiden Aussagen oben bewiesen.

Ein Spezialfall tritt ein, wenn der Realteil eines Eigenwertes bzw. einer Polstelle
gleich Null ist. Ob die Ruhelage stabil oder instabil ist, hingt dann von der Struktur der
Matrix A ab:

e Ist die Matrix diagonaldhnlich, d.h. sind alle Eigenvektoren linear unabhingig,
ist die Ruhelage stabil, aber nicht asymptotisch stabil. In diesem Fall bezeichnet
man die Ruhelage auch als grenzstabil, da die Ruhelage zwar zustandsstabil ist,
das System nach einer Auslenkung allerdings auch nicht in die Ruhelage zuriick-
kehrt. Beispiele fiir ein grenzstabiles System sind das Integrator-Glied und das
ungeddmpfte PTo-Glied (mit d = 0). Interessant ist, dass der einfache Integrator
in jedem Zustand eine Ruhelage hat und dort grenzstabil ist.

e Ist die Matrix nicht-diagonaldhnlich und es gibt mindestens einen Jordanblock
Ji, der GroBe ny, > 2, dessen Eigenwert Re{\;} = 0, so ist die Ruhelage in-
stabil. Ein Beispiel hierfiir ist ein System, das aus zwei in Reihe geschalteten
Integratoren besteht (Doppelintegrator). Eine Anfangsauslenkung des ersten In-
tegrators aus dem Nullzustand fiihrt zu einem von Null verschiedenen Signal an
dessen Ausgang. Dieses wird vom zweiten Integrator bestindig aufintegriert. Die
Ruhelage xss = 0 des Doppelintegrators ist somit nicht stabil.

Die in diesem Abschnitt dargestellten Ergebnisse kann man auch iiber die
Eingangs-Ausgangsdifferentialgleichung herleiten. Dabei macht man den Losungsan-
satz y(t) = yoe . Man sieht, dass dieser Ansatz fiir jede Nullstelle \ des charakteris-
tischen Polynoms tatsdchlich eine Losung liefert, denn:

dny d(n—l)y dy

@(t) + a/nflw(t) +... ala(t) + a()y(t)
yOeM [)\n + an_l)\nil +...a1 A+ ao}

0.

Man sieht daran zum Beispiel, dass eine einzige Polstelle A\; mit positivem Realteil
eine Losung yoe* zulisst, die exponentiell wichst.?

2Um alle moglichen Losungen zu analysieren, was zum Beweis der Stabilitit notig wire, kann man die
Tatsache verwenden, dass jede mogliche Losung die Form y(t) = cot™e>t hat, mit geeignetem m € N
und A € Cund ¢g € C, und diesen Ausdruck dann in die Differentialgleichung einsetzen.



